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MIRE JO´K A STABIL PA´ROSI´TA´SOK?
(Stabil pa´ros´ıta´sok e´s alkalmaza´saik)
FLEINER TAMA´S
A stabil pa´ros´ıta´s fogalma´t 1962-ben Gale e´s Shapley vezette´k be. A foga-
lom rendk´ıvu¨l sikeresnek bizonyult nem csupa´n az u´n. ke´toldalu´ piacokra to¨r-
te´no˝ gyakorlati alkalmazhato´sa´ga miatt, hanem aze´rt is, mert to¨bb, elme´leti
szempontbo´l e´rdekes proble´ma esete´ben eredme´nyes a stabil pa´ros´ıta´sokra
(illetve azok a´ltala´nos´ıta´sa´ra) alapozott megko¨zel´ıte´s. Az ala´bbiakban azt
mutatjuk be, hogy a stabil pa´ros´ıta´sok le´teze´se e´s azok struktu´ra´ja hogyan
ko¨theto˝ Knaster e´s Tarski egy fixpontte´tele´hez, e´s milyen ido˝nke´nt meglepo˝
alkalmaza´sai vannak az ı´gy kapott eredme´nyeknek. A jelen munka alapja a
2017-ben Cegle´den rendezett XXXII. Magyar Opera´cio´kutata´s Konferencia´n
elhangzott, hasonlo´ c´ımu˝ elo˝ada´s.
1. Bevezete´s
Sokat ide´zett cikku¨kben Gale e´s Shapley vetette´k fel az ala´bbi proble´ma´t [18].
Ke´pzelju¨k el, hogy n fe´rfi e´s n no˝ mindegyike sorba rendezi az ellente´tes nem ke´pvi-
selo˝it aszerint, hogy sza´ma´ra az adott illeto˝ ha´nyadikke´nt jo¨n szo´ba mint ha´zasta´rs.
Ha a fenti szereplo˝k n ha´zaspa´rt alkotnak, akkor az ı´gy meghata´rozott pa´ros´ıta´s
instabil, ha tala´lhato´ olyan fe´rfi e´s no˝, akik egyma´st az eml´ıtett sorban ko¨lcso¨no¨-
sen elo˝bbre helyezte´k, mint a ha´zasta´rsukat. Terme´szetes ce´l u´gy o¨sszeha´zas´ıtani
a pe´lda´ban szereplo˝ szeme´lyeket, hogy az ime´nt le´ırt instabilita´s ne le´pjen fel. Ez
a gondolat to¨bb a´ltala´nos´ıta´si leheto˝se´get rejt maga´ban. Elke´pzelheto˝, hogy az
egyes ja´te´kosok nem egy, hanem to¨bb ha´zasta´rsat keresnek. Ennek egy gyakorlati
szempontbo´l is e´rdekes va´ltozata az egyetemi felve´teli proble´ma, aholis fe´rfiak e´s
no˝k helyett az egyetemi szakok e´s az oda jelentkezo˝k alkotja´k a ke´t, egyma´st sorba
rendezo˝ halmazt, tova´bba´ az egyetemi szakok mindegyike rendelkezik egy, a felve-
heto˝ hallgato´k sza´ma´t felu¨lro˝l korla´tozo´ kvo´ta´val. Ebben a modellben egy felve´teli
se´ma (aholis minden jelentkezo˝t legfeljebb egy szakra vesznek fel, e´s egyetlen szak
sem le´pi tu´l a kvo´ta´ja´t) akkor lesz instabil, ha van olyan szak e´s hallgato´, hogy a
szak sz´ıvesen felvenne´ e hallgato´t (esetleg azon az a´ron, hogy egy sza´ma´ra keve´sbe´
e´rte´kes hallgato´t elutas´ıt), e´s az eml´ıtett hallgato´ pedig jobban ja´r, ha a felve´teli
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se´ma a´ltal elo˝´ırt helyett erre a szakra nyer felve´telt. E´rdemes megeml´ıteni, hogy a
Magyarorsza´gon a felvi.hu a´ltal meghata´rozott vonalhu´za´sbo´l ado´do´ felve´teli se´ma
e´ppen ezt a fajta instabilita´st za´rja ki.
Elke´pzelheto˝ az is, hogy nem minden fe´rfi-no˝ (vagy szak-jelentkezo˝) pa´r valo´sul-
hat meg, azaz a lehetse´ges ha´zaspa´rokat (felve´teleket) le´ıro´ gra´f nem teljes pa´ros
gra´f. So˝t: ennek a gra´fnak me´g csak pa´rosnak sem kell lennie. Erre az a´ltala´nos´ı-
ta´sra vezet az a szobata´rs proble´ma, ahol – mondjuk – ke´ta´gyas kolle´giumi szoba´k-
ban kell elhelyezni ne´ha´ny tanulo´t, akik mindegyike aszerint rendezte sorba a lehet-
se´ges szobata´rsait, hogy mennyire sz´ıvesen lakna egy szoba´ban az adott szeme´llyel.
Itt egy szobabeoszta´s instabilita´sa azt jelenti, hogy tala´lhato´ ke´t kolle´gista, akik
sz´ıvesebben lakna´nak egyu¨tt, mint a beoszta´s szerinti szobata´rsukkal.
Tova´bbi, a gyakorlati alkalmaza´s szempontja´bo´l is e´rdekes a´ltala´nos´ıta´si lehe-
to˝se´g, ha nem ko¨vetelju¨k meg az egyes re´szvevo˝kto˝l, hogy szigoru´ sorrendet hata´-
rozzanak meg lehetse´ges pa´rjaikon, ı´gy a do¨ntetlenek is megengedettek. Az egye-
temi felve´teli proble´ma´ban pe´lda´ul a jelenkezo˝knek ugyan szigoru´ sorrendet kell
fela´ll´ıtaniuk a jelentkeze´seik ko¨zo¨tt, a´m az egyetemi szakok esete´ben megengedett,
hogy ke´t jelentkezo˝t egyforma´n e´rte´keljenek, hiszen kiza´ro´lag a felve´teli pontsza´m
do¨nt, ami minden tova´bbi ne´lku¨l megegyezhet.
Visszate´rve az eredeti proble´ma´ra: Gale e´s Shapley az u´n. la´nyke´ro˝ algoritmus
seg´ıtse´ge´vel igazolta´k, hogy mind a ha´zassa´gi, mind az egyetemi felve´teli proble´-
ma´ban mindig le´tezik stabil megolda´s. Knuth ko¨nyve´ben Conwaynek tulajdon´ıtja
azt az e´szreve´telt, hogy a stabil pa´ros´ıta´sok ha´lo´t alkotnak [28]. Ez a megfigyele´s
ke´so˝bb elengedhetetlenu¨l fontosnak bizonyult sza´mos tova´bbi, stabil pa´ros´ıta´sokkal
kapcsolatos eredme´nyhez. A stabil pa´ros´ıta´sok vizsga´lata egye´bke´nt sza´mos tudo-
ma´nyteru¨let eszko¨zta´ra´t felhaszna´lja: Knuth ma´r eml´ıtett [28] ko¨nyve´t egyfajta
algoritmuselme´leti bevezeto˝nek sza´nta azzal, hogy egy ke´zzelfoghato´ pe´lda´n szem-
le´ltessen sza´mos, az algoritmusok terveze´se´hez e´s anal´ızise´hez szu¨kse´ges mo´dszert.
A ma ma´r klasszikus bonyolultsa´gelme´leti e´s tova´bbi algoritmikus vonatkoza´sok
tekintete´ben e´rdemes megeml´ıteni me´g Gusfield e´s Irving ko¨nyve´t is [20]. A sta-
bil pa´ros´ıta´sokon to¨rte´no˝ optimaliza´la´s is terme´szetes feladat, e´s ehhez ku¨lo¨nfe´le
polie´deres mo´dszerek bizonyulnak hasznosnak [41, 36, 5, 33, 1, 40, 11]. A gyakor-
lati alkalmaza´sok kapcsa´n pedig a ja´te´kelme´letbo˝l ismero˝s fogalmak e´s mo´dszerek
bukkannak fel, ele´g tala´n csak Roth e´s Sotomayor ko¨nyve´t eml´ıteni [35].
Mai tuda´sunk alapja´n ba´tran kijelentheto˝, hogy Gale e´s Shapley a stabil pa´ros´ı-
ta´s fogalma´nak bevezete´se´vel jo´val to¨bbet e´rt el, mint a cikku¨kben megfogalmazott
ce´lt, azaz a matematikai-ja´te´kelme´leti gondolkoda´smo´d ne´pszeru˝s´ıte´se´t. A munka´-
juk nyoma´n indult kutata´s eredme´nyeibo˝l vila´gossa´ va´lik, hogy mind a gyakorlati
alkalmaza´sok, mind pedig az elme´leti jelento˝se´gu˝ eredme´nyek oka´n kive´telesen jo´l
eltala´lt e´s haszna´lhato´ fogalommal van dolgunk. Az elo˝bbi te´nyt a stabil pa´ro-
s´ıta´sok elme´lete´ben e´s a mechanizmusterveze´sben kifejtett munka´ssa´guke´rt 2012-
ben Rothnak e´s Shapleynek ı´te´lt ko¨zgazdasa´gi Nobel-emle´kd´ıjna´l tala´n nem is kell
jobban indokolni, mı´g az uto´bbira pe´lda lehet Galvinnak a Dinitz-sejte´sre adott,
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le´nyege´ben stabil pa´ros´ıta´sokat felhaszna´lo´ bizony´ıta´sa [19] vagy Kira´ly va´ratlan
a´tto¨re´st hozo´ ko¨zel´ıto˝ algoritmusa [25].
E´rdemes me´g ne´ha´ny szo´t szo´lni az a´ltala´nos´ıta´sokkal kapcsolatos eredme´nyek-
ro˝l. Az a´ltala´nos´ıtott stabilita´sfogalom manifeszta´lo´dhat re´szben rendezett halma-
zok ko¨zo¨s antila´nca´ban vagy matroidok ko¨zo¨s fu¨ggetlenje´ben [14], de definia´lhato´
ha´lo´zati folyamok stabilita´sa is a ko¨zgazdasa´gtanbo´l ismert ella´ta´si la´ncok egyfajta
modelljeke´nt [12]. A stabil folyammodell szorosan kapcsolo´dik Ostrovskye´hoz, ami
bizonyos tekintetben a´ltala´nosabb, ma´sfelo˝l specia´lisabb az elo˝bbine´l [30]. Minden
esetre a ko¨zgazda´sz-szakirodalomban komoly a´tto¨re´st hozott, e´s sza´mos tova´bbi
eredme´ny kiindulo´pontja lett.
A stabil pa´ros´ıta´soknak ma´ra ma´r komoly irodalma van. A tudoma´ny 2013
ko¨ru¨li a´lla´sa´t csak az algoritmikus vonatkoza´sok tekintete´ben foglalja o¨ssze
Manlove impoza´ns ko¨nyve [29]. A jelen munka egy enne´l sokkal szere´nyebb ce´lt tu˝z
ki maga ele´: az olvaso´t egy unortodox mo´dszer alkalmaza´sa´ba vezeti be, e´s mutat
ra´ annak ne´ha´ny e´rdekes vonatkoza´sa´ra. Mintegy melle´kesen igyekszik megva´ltoz-
tatni a stabil pa´ros´ıta´sok
”
to¨rte´nelme´ro˝l”alkotott ke´pet is. Emle´kezetes, hogy Gale
e´s Shapley 1962-ben publika´lta´k az elso˝ cikket a te´ma´ba´n. Ke´so˝bb Roth mutatott
ra´ arra, hogy a la´nyke´ro˝ algoritmus egy va´ltozata ma´r 1952 o´ta alkalmaza´sban
van az USA-ban [32], a stabil pa´ros´ıta´sok ismert to¨rte´nelme teha´t inka´bb ekkor-
to´l kezdo˝dik. Mi arra teszu¨nk k´ıse´rletet, hogy me´g kora´bbra, konkre´tan 1928-ra
data´ljuk a to¨rte´net kezdete´t, amikoris Knaster e´s Tarski egy monoton halmaz-
fu¨ggve´nyekro˝l szo´lo´ fixpontte´telt publika´ltak (akkor me´g bizony´ıta´s ne´lku¨l) [27].
Ke´so˝bb, 1955-ben Tarski igazolt egy ha´lo´elme´leti a´ltala´nos´ıta´st, aminek alkalmaz-
hato´sa´ga´t ku¨lo¨nfe´le, anal´ızisbo˝l ismert ko¨ze´pe´rte´kte´telek levezete´se´vel illusztra´lta
[39]. Kideru¨lt, hogy a te´telnek ma´r a ve´ges esetben is nemtrivia´lis ko¨vetkezme´-
nyei vannak. Vila´gosan megmagyara´zza ugyanis, hogy mie´rt is mu˝ko¨dik a la´nyke´ro˝
algoritmus, illetve a fixpontok ha´lo´tulajdonsa´ga´bo´l ko¨zvetlenu¨l levezetheto˝ve´ va´lik
a stabil pa´ros´ıta´sok ha´lo´tulajdonsa´ga. A stabil pa´ros´ıta´sok e´s a monoton leke´peze´-
sek fixpontjai ko¨zti kapcsolatot a Kelso e´s Crawford munka´ja nyoma´n bevezetett
kiva´laszta´si fu¨ggve´nyek alkalmaza´sa teremti meg [24].
Terjedelmi okok miatt nem te´ru¨nk ki a re´szletekre, csak megeml´ıtu¨nk
ne´ha´ny tova´bbi, stabil pa´ros´ıta´sok a´ltala´nos´ıta´saival kapcsolatos jelento˝s ered-
me´nyt. Soka´ig ke´rde´s volt, hogy egy nem felte´tlenu¨l pa´ros gra´fban eldo¨ntheto˝-e
polinomideju˝ algoritmussal a stabil pa´ros´ıta´s le´teze´se. A pozit´ıv va´lasz Irvingto˝l
sza´rmazik, aki a la´nyke´ro˝ algoritmus le´pe´seibo˝l a´llo´ elso˝ fa´zis uta´n u´n. rota´cio´kat
elimina´l algoritmusa ma´sodik fa´zisa´ban, mı´g ve´gu¨l stabil pa´ros´ıta´st tala´l, ha egy-
a´ltala´n van ilyen a gra´fban [23]. Tan ke´so˝bb kiterjesztette Irving algoritmusa´t, e´s
ennek seg´ıtse´ge´vel igazolta stabil fe´lpa´ros´ıta´sok le´teze´se´t, amelyek 12 su´lyu´ e´leket is
tartalmazhatnak [38]. Az is kideru¨lt, hogy pontosan akkor van stabil pa´ros´ıta´s egy
gra´fban, ha minden stabil fe´lpa´ros´ıta´s stabil (ege´sz)pa´ros´ıta´s. Aharoni e´s Fleiner
arra mutattak ra´, hogy a stabil fe´lpa´ros´ıta´s le´teze´se a Scarf-lemma ko¨vetkezme´-
nyeke´nt is felfoghato´, a Scarf-lemma pedig tekintheto˝ a Brouwer-fe´le fixpontte´tel
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egy rokona´nak [3]. Ilyenforma´n a stabil pa´ros´ıta´sok fixpontokke´nt is kezelheto˝k,
pa´ros gra´f esete´n egy monoton halmazfu¨ggve´ny, nempa´ros gra´f esete´n egy enne´l
bonyolultabb leke´peze´ske´nt. Cechla´rova´ e´s Fleiner a stabil b-pa´ros´ıta´s kerese´se´re
adtak elja´ra´st Irving algoritmusa´nak a´ltala´nos´ıta´sa´val [8]. Biro´ szerzo˝ta´rsaival a
stabil pa´ros´ıta´sok va´ltoza´sa´t vizsga´lta abban az esetben, ha egy u´j ja´te´kos jele-
nik meg a piacon. Eredme´nyei seg´ıtse´ge´vel nempa´ros gra´f esete´n is definia´lhato´
egyfajta bara´t-ellense´g viszony a ja´te´kosok ko¨zo¨tt aszerint, hogy ha az egyiku¨k
ta´vozik, akkor etto˝l a ma´sik helyzete javul-e vagy romlik [6].
A jelen munka az ala´bbiak szerint e´pu¨l fel. Az 1.1. re´szben a stabil pa´ros´ıta´sok-
kal kapcsolatos alapveto˝ terminolo´gia´t tiszta´zzuk, e´s egy keve´sse´ ismert bizony´ıta´st
adunk a Gale–Shapley-te´telre. Az 1.2. re´szben ta´rgyaljuk a tova´bbi modellek szem-
pontja´bo´l alapveto˝ fontossa´gu´ kiva´laszta´si fu¨ggve´nyeket e´s azok sza´munkra fontos
tulajdonsa´gait. Az 1.3. re´szben arra mutatunk ra´, hogy a la´nyke´ro˝ algoritmus kul-
csa Tarski fixpontte´tele. Ez a megfigyele´s rendk´ıvu¨l hate´kony eszko¨znek bizonyul
ku¨lo¨nfe´le a´ltala´nos´ıta´sok e´s kiterjeszte´sek igazola´sa´hoz. Ilyenekre la´tunk pe´lda´t
a 2. re´szben, aholis matroidokra, ill. re´szbenrendeze´sekre mutatunk be stabilita´s-
jellegu˝ eredme´nyeket. Ezuta´n a 3. re´szben ku¨lo¨nfe´le kernelek ha´lo´tulajdonsa´ga´val
kapcsolatban mutatunk ra´ ne´ha´ny e´rdekes te´nyre. Az ezt ko¨veto˝ 4. re´sz tova´bbi,
ido˝nke´nt meglepo˝ alkalmaza´sokra mutat be ne´ha´ny pe´lda´t. A Tarski-fe´le fixpontte´-
tel szerint monoton leke´peze´s fixpontjai ha´lo´t alkotnak, eze´rt bizonyos stabil pa´ro-
s´ıta´s polie´derekre ko¨zvetlenu¨l alkalmazhato´ Hoffman-ha´lo´polie´derekro˝l szo´lo´ egyik
eredme´nye. Az 5. re´szben ennek seg´ıtse´ge´vel adjuk meg ku¨lo¨nfe´le a´ltala´nos´ıtott
stabil pa´ros´ıta´s polie´derek egyfajta implicit karakteriza´cio´ja´t. Ugyanitt eml´ıtju¨k
meg a stabil b-pa´ros´ıta´s polie´dernek egy keve´sbe´ implicit le´ıra´sa´t is, amely a stabil
b-pa´ros´ıta´sok egy meglepo˝ tulajdonsa´ga´t akna´zza ki. Ve´gu¨l a 6. re´sz foglalja o¨ssze
az a´ttekintett anyagot.
1.1. Stabil pa´ros´ıta´sok
Legyen G = (V,E) gra´f, e´s legyen minden v csu´csra adott a v-re illeszkedo˝
e´lek E(v) halmaza´nak egy ≼v linea´ris rendeze´se, amit preferenciarendeze´snek is
szoka´s nevezni. Azt mondjuk, hogy az e e´l jobb a v sza´ma´ra az f e´lne´l, ha e ≼v f
teljesu¨l. E´lek egy M ⊆ E halmaza pa´ros´ıta´s, ha az M -beli e´leknek nincs ko¨zo¨s
csu´csa, azaz dM (v) ≤ 1 teljesu¨l minden v ∈ V csu´csra. Tetszo˝leges b : V → N
korla´tok esete´n az M ⊆ E halmazt b-pa´ros´ıta´snak nevezzu¨k, ha dM (v) ≤ b(v)
teljesu¨l G minden v csu´csa´ra. Vila´gos, hogy a pa´ros´ıta´s a b-pa´ros´ıta´s specia´lis
esete, me´gpedig b ≡ 1 esete´n. Azt mondjuk, hogy az M pa´ros´ıta´s domina´lja az
e = uv e´lt, ha M -nek van olyan m e´le, amire m ≼u f , vagy m ≼v f teljesu¨l.
Hasonlo´an, az M b-pa´ros´ıta´s b-domina´lja az e = uv e´lt, ha M -nek vannak olyan
m1, . . . ,mk e´lei, amire mi ≼u f teljesu¨l minden 1 ≤ i ≤ k = b(u) esete´n, vagy
m ≼v f teljesu¨l minden 1 ≤ i ≤ k = b(v) esete´n. Az e e´l akkor blokkolja az M
(b-)pa´ros´ıta´st, ha M nem (b-)domina´lja e-t. Ve´gu¨l M akkor stabil (b-)pa´ros´ıta´s,
ha nincs blokkolo´ e´l, azaz, ha M minden M -en k´ıvu¨li e´lt domina´l. Ha pe´lda´ul G
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egy pa´ratlan ko¨r, e´s valamilyen ko¨ru¨lja´ra´s szerint minden csu´cs a ko¨ru¨lja´ra´sban
kora´bbi e´lt prefera´lja a ke´so˝bbihez ke´pest, akkor ko¨nnyen la´thato´, hogy G-nek
nincs stabil pa´ros´ıta´sa. Pa´ros gra´fok esete´n azonban nem ez a helyzet, e´s ezt az
ala´bbi te´tel garanta´lja.
1.1. Te´tel. (Gale e´s Shapley [18]) Tetszo˝legesG pa´ros gra´fon tetszo˝leges pre-
ferencia´k esete´n le´tezik stabil pa´ros´ıta´s.
Gale e´s Shapley valo´ja´ban a fenti te´telt a Kn,n teljes pa´ros gra´fra igazolta´k,
azonban ezt az eredme´nyt kiterjesztve azt is megmutatta´k, hogy mindig le´tezik
stabil b-pa´ros´ıta´s, ha b ≡ 1 teljesu¨l a pa´ros gra´f egyik sz´ınoszta´lya´n. Gale e´s Shap-
ley bizony´ıta´sa a la´nyke´ro˝ algoritmus, ami a proble´ma tetszo˝leges bemenete´hez
hate´konyan tala´l egy stabil pa´ros´ıta´st. Az algoritmus mu˝ko¨de´se (fiu´-la´ny-ha´zassa´g
terminolo´gia´ban) az ala´bbi. Elo˝szo¨r minden fiu´ megke´ri a sza´ma´ra legszimpatiku-
sabb la´ny keze´t. Ha minden fiu´ ma´s-ma´s la´nyt ke´r meg, akkor a la´nyke´re´sekbo˝l
ha´zassa´gok lesznek, e´s ez stabil. Ha azonban van olyan la´ny, akit egyne´l to¨bb fiu´
ke´r meg, u´gy az ilyen la´nyok a legjobb ke´ro˝ju¨k kive´tele´vel minden ma´s ke´ro˝ju¨ket
kikosarazza´k. Ha to¨rte´nt kikosaraza´s, u´gy a fiu´k isme´telten megke´rik a legszimpa-
tikusabb olyan la´ny keze´t, aki me´g nem kosarazta ki az adott fiu´t. Elo˝bb uto´bb
nem lesz kikosaraza´s: ekkor az utolso´ la´nyke´re´sekbo˝l ha´zassa´gok lesznek, e´s az ı´gy
kapott pa´ros´ıta´s az algoritmus outputja.
Gale e´s Shapley cikku¨kben megjegyzik, hogy a ta´rgyalt eredme´ny kiva´lo´ ellen-
pe´lda arra a ko¨zkeletu˝ ve´lekede´sre, miszerint minden valamirevalo´ matematikai
levezete´s o´hatatlanul nehe´z sza´mı´ta´sokat e´s/vagy ku¨lo¨nfe´le obskurus ke´pleteket
tartalmaz. A la´nyke´ro˝ algoritmus le´ıra´sa, ill. helyesse´ge´nek igazola´sa pe´lda´ul men-
tes mindezekto˝l, me´gis egye´rtelmu˝en egy
”
tisztesse´ges” matematikai bizony´ıta´s.
Mindezt nem vitatva, az ala´bbiakban ra´mutatunk az algoritmus helyesse´ge´nek
egy unortodox bizony´ıta´sa´ra. Ez egyetlen, nempa´ros gra´fokra is e´rve´nyes, apro´
megfigyele´sen alapul.
1.1. Lemma. Legyen G = (V,E) (nem felte´tlenu¨l pa´ros) gra´f minden v csu´csa´-
hoz megadva a ≼v preferenciarendeze´s a v-re illeszkedo˝ e´lek E(v) halmaza´n, vala-
mint tegyu¨k fel, hogy e ≺v f teljesu¨l arra az e = uv e´lre, ami elso˝ az u szerinti ≼u
rendeze´s szerint. Ekkor G-ben a stabil pa´ros´ıta´sok halmaza megegyezik a G − f
gra´f stabil pa´ros´ıta´sainak halmaza´val.
A lemma szerint teha´t
”
ingyen”to¨ro¨lhetu¨nk G-bo˝l bizonyos e´leket ane´lku¨l, hogy
etto˝l aka´r csak egy stabil pa´ros´ıta´s is eltu˝nne vagy keletkezne. Pa´ros gra´f esete´n
ezekkel a le´pe´sekkel elo˝bb-uto´bb oda jutunk, hogy nem lehet tova´bbi e´lt to¨ro¨l-
ni, eze´rt mind a fiu´k, mind a la´nyok ma´s-ma´s la´nyt, ill. fiu´t szerepeltetnek a
preferenciasorrendju¨k e´le´n. Ko¨nnyen la´thato´, hogy ilyenkor mind a fiu´k legjobb
va´laszta´sai, mind a la´nyok legjobb va´laszta´sai egy-egy stabil pa´ros´ıta´st hata´roznak
meg az e´lto¨rle´sek uta´ni gra´fban, ı´gy persze az 1.1. lemma to¨bbszo¨ri alkalmaza´sa
miatt az eredeti G gra´fban is. So˝t, az is azonnal la´tszik a gondolatmenetbo˝l, hogy a
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la´nyke´ro˝ algoritmus a´ltal szolga´ltatott stabil pa´ros´ıta´s fiu´optima´lis, ami azt jelenti,
hogy abban minden fiu´ a sza´ma´ra stabil pa´ros´ıta´sban ele´rheto˝ legszimpatikusabb
la´nyt kapja felese´gu¨l. De az is ko¨vetkezik mindebbo˝l, hogy ez az elja´ra´s minden
la´ny a sza´ma´ra leheto˝ legrosszabb olyan fe´rjet szolga´ltatja, aki stabil pa´ros´ıta´sban
az adott la´ny pa´rja lehet.
A fent va´zolt bizony´ıta´s minima´lis mo´dos´ıta´ssal igazolja a la´nyke´ro˝ algoritmus
b-pa´ros´ıta´sokra to¨rte´no˝ e´rtelemszeru˝ kiterjeszte´se´nek helyesse´ge´t, valamint azt is,
hogy a megtala´lt stabil b-pa´ros´ıta´s a fenti e´rtelemben optima´lis lesz az aja´nlatokat
tevo˝ oldal sza´ma´ra.
Gra´felme´leti mo´dszerekkel nem nehe´z a fiu´optima´lis pa´ros´ıta´s le´teze´se´nek azt az
a´ltala´nos´ıta´sa´t sem igazolni, amely szerint a stabil (b-)pa´ros´ıta´sok ha´lo´t alkotnak
az ala´bbiak szerint. HaM1 e´sM2 stabil (b-)pa´ros´ıta´sok, e´s minden fiu´ azM1∪M2-
bo˝l szabadon va´lasztja maga´nak a (b-)pa´ros´ıta´s e´l(eke)t, akkor az ı´gy va´lasztott
e´lek isme´t stabil (b-)pa´ros´ıta´st alkotnak.
1.2. Kiva´laszta´si fu¨ggve´nyek
Stabil pa´ros´ıta´sok e´s a´ltala´nos´ıta´saik vizsga´latakor rendk´ıvu¨l hasznos sege´d-
eszko¨z a kiva´laszta´si fu¨ggve´ny fogalma, mely seg´ıtse´ge´vel ko¨nnyen le´ırhato´ az egyes
ja´te´kosok preferencia´ja. Az ala´bb le´ırt ta´rgyala´smo´d unortodoxia´ja a determi-
na´nsokra alapozott fele´p´ıte´s. Tetszo˝leges E alaphalmaz esete´n az F : 2E → 2E
leke´peze´s
– kiva´laszta´si fu¨ggve´ny, ha van olyan D : 2E → 2E leke´peze´s, amelyre F(X) =
= X ∩ D(X) teljesu¨l az E minden X re´szhalmaza´ra (az ilyen D leke´peze´st
az F determina´nsa´nak nevezzu¨k), ill.
– monoton, ha F(X) ⊆ F(Y ) teljesu¨l X ⊆ Y ⊆ E esete´n, valamint
– antiton, ha F(X) ⊆ F(Y ) teljesu¨l Y ⊆ X ⊆ E esete´n, ve´gu¨l
– komonoton1, ha F olyan kiva´laszta´si fu¨ggve´ny, aminek van antiton determi-
na´nsa2.
Vila´gos, hogy F pontosan akkor kiva´laszta´si fu¨ggve´ny, ha F(X) ⊆ X teljesu¨l
minden X ⊆ E esete´n, tova´bba´, hogy egyazon kiva´laszta´si fu¨ggve´nynek sza´mos
ku¨lo¨nbo¨zo˝ determina´nsa le´tezhet, F pe´lda´ul mindig determina´nsa saja´t maga´nak.
A
”
tanko¨nyvi” pe´lda komonoton kiva´laszta´si fu¨ggve´nyre a fiu´k kiva´laszta´si fu¨gg-
ve´nye a Gale–Shapley-modellben.
1Az angol nyelvu˝ szakirodalomban
”
substitutable” tulajdonsa´gnak nincs frappa´ns magyar
neve, eze´rt most a komonoton kifejeze´st haszna´ljuk, utalva arra, hogy a ki nem va´lasztott elemek
a´ltal defina´lt kiva´laszta´si fu¨ggve´ny monoton.
2A komonoton tulajdonsa´g szoka´sos defin´ıcio´ja azt k´ıva´nja meg, hogy tetszo˝leges X ⊆ E e´s
e ∈ E esete´n X∩F (X+e) ⊆ F (X) teljesu¨ljo¨n. Ez szemle´letesen azt jelenti, hogy ha egy leheto˝se´g
nem e´rdekel bennu¨nket, akkor a va´laszte´k bo˝vu¨le´se´to˝l ugyanez a leheto˝se´g nem va´lik e´rte´kesse´.
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1.1. Pe´lda. Legyen G = (V,E) ve´ges pa´ros gra´f, melynek sz´ınoszta´lyait a fiu´k
F , ill. la´nyok L halmaza alkotja, e´s tartozze´k minden v ∈ V csu´cshoz egy ≼v
linea´ris rendeze´s a v-re illeszkedo˝ e´lek E(v) halmaza´n. Ekkor tetszo˝leges X ⊆ E
e´lhalmazbo´l a fiu´k a´ltal kiva´lasztott e´lek FF (X) halmaza nem ma´s, mint azon
X-beli e = fl e´lek halmaza, amelyre e az f fiu´ sza´ma´ra a legjobb e´l X-ben a ≼f
rendeze´s szerint.
Az 1.1. pe´lda´ban szereplo˝ kiva´laszta´si fu¨ggve´ny egy ko¨nnyen la´thato´an antiton
determina´nsa pe´lda´ul a DF (X) :=
⋃
v∈F
⋂
e∈X∩E(v)DF (v, e) leke´peze´s, ahol
e ∈ E(v) esete´n DF (v, e) := {e′ ∈ E(v) : e′ ≼v e} azon e´lek halmaza, amelyek
v sza´ma´ra a ≼v preferencia szerint jobbak e-ne´l. A fenti pe´ldabelihez hasonlo´an
definia´lhato´ a la´nyok FL kiva´laszta´si fu¨ggve´nye e´s az ahhoz tartozo´ DL determi-
na´ns.
1.1. Megfigyele´s. Az S ⊆ E pontosan akkor stabil pa´ros´ıta´s a G = (V,E)
pa´ros gra´fban, ha vannak olyan X,Y ⊆ E e´lhalmazok, amelyekre DF (X) = Y e´s
DL(Y ) = X teljesu¨l.
Kiva´laszta´si fu¨ggve´nyeknek a mi szempontunkbo´l alapveto˝ fontossa´gu´ tulajdonsa´-
gai az ala´bbiak. Az F : 2E → 2E kiva´laszta´si fu¨ggve´ny
– IRC tulajdonsa´gu´, ha tetszo˝leges F(X) ⊆ Y ⊆ X esete´n F(X) = F(Y )
teljesu¨l,
– u´tfu¨ggetlen, ha X,Y ⊆ E ⇒ F(X ∪ Y ) = F(X ∪ F(Y )),
– no¨vekedo˝, ha X ⊆ Y esete´n |F(X)| ≤ |F(Y )| a´ll.
1.2. Megfigyele´s. Legyen E ve´ges halmaz e´s F : 2E → 2E komonoton kiva´-
laszta´si fu¨ggve´ny. Ekkor F pontosan akkor IRC tulajdonsa´gu´, ha F u´tfu¨ggetlen.
Tova´bba´, ha F no¨vekedo˝, akkor F u´tfu¨ggetelen (e´s ı´gy IRC tulajdonsa´gu´) is egy-
u´ttal.
1.2. Lemma. (Fleiner, Janko´ [16]) Legyen E ve´ges halmaz e´s F : 2E → 2E
komonoton kiva´laszta´si fu¨ggve´ny. Ekkor F pontosan akkor u´tfu¨ggetlen, ha F-nek
le´tezik olyan D antiton determina´nsa, amelyre
D(X) = D(F(X)) teljesu¨l tetszo˝leges X ⊆ E esete´n. (1)
1.3. Tarski fixpontte´tele e´s a Gale–Shapley-algoritmus
Az (L,≼) re´szbenrendezett halmazt (avagy posetet) ha´lo´nak nevezzu¨k, ha ba´r-
mely x, y ∈ L elemnek van egy x ∧ y-nal jelo¨lt legnagyobb also´, e´s egy x ∨ y-nal
jelo¨lt legkisebb felso˝ korla´tja. Ha a re´szbenrendeze´s vila´gos a szo¨vegko¨rnyezetbo˝l,
akkor a besze´lhetu¨nk L ha´lo´ro´l. Az L ha´lo´ akkor teljes, ha tetszo˝leges X ⊆ L
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halmaznak van egy
∧
X-szel jelo¨lt legnagyobb also´ e´s egy
∨
X-szel jelo¨lt legkisebb
felso˝ korla´tja. Teljes ha´lo´ esete´n 0, ill. 1 jelo¨li a ha´lo´ legkisebb e´s legnagyobb ele-
me´t, azaz 0 =
∧
L, ill. 1 =
∨
L. Vila´gos, hogy minden ve´ges ha´lo´ teljes, a´m ez
ford´ıtva nem igaz, pl. az ege´sz sza´mok ve´ges re´szhalmazai ugyan ha´lo´t alkotnak
a tartalmazkoda´sra, de ennek a halmaznak nincs legnagyobb eleme, ı´gy ez a ha´lo´
nem teljes. Az elo˝zo˝, 1.2. re´szben definia´lt fogalmak minden tova´bbi ne´lku¨l defini-
a´lhato´k ha´lo´kon azzal, hogy a ⊆ rela´cio´ a ha´lo´ ≼ rendeze´se´nek, a ∩ e´s ∪ mu˝veletek
pedig a ∧ e´s ∨ ha´lo´mu˝veleteknek felelnek meg. Teljes ha´lo´kro´l szo´l Tarski ala´bbi
fixpontte´tele.
1.2. Te´tel. (Tarski [39]) Ha (L,≼) teljes ha´lo´, e´s F : L → L monoton leke´-
peze´s, akkor F fixpontjainak halmaza nem u¨res, tova´bba´ F fixpontjainak halmaza
teljes ha´lo´t alkot a ≼ rendeze´sre ne´zve.
Megeml´ıtju¨k, hogy a sza´munkra legfontosabb (L,≼) = (2E ,⊆) esetre az
1.2. te´telt Knaster e´s Tarski bizony´ıtotta´k [27]. Ugyancsak e´rdemes megfigyel-
ni, hogy ve´ges L ha´lo´ esete´n a legkisebb fixpont megkaphato´, mint a 0 ≼ F(0) ≼
≼ F(F(0)) ≼ . . . la´nc legnagyobb eleme. (Hasonlo´an, a legnagyobb fixpont az
1 ≽ F(1) ≽ F(F (1)) ≽ . . . la´nc legkisebb eleme.) Tarski az 1.2. te´tel alkalmaza´sa´t
ve´gtelen ha´lo´kon ku¨lo¨nfe´le ko¨ze´pe´rte´kte´telek levezete´se´vel illusztra´lta. A ma´sik
jo´l ismert alkalmaza´s, a Cantor–Bernstein-te´tel bizony´ıta´sa szinte´n ve´gtelen ha´-
lo´k seg´ıtse´ge´vel to¨rte´nik. Azonban az 1.2. te´telnek ma´r ve´ges ha´lo´kon is izgalmas
ko¨vetkezme´nyei vannak.
1.1. Ko¨vetkezme´ny. ([10]) Ha F ,G : 2E → 2E komonoton kiva´laszta´si fu¨gg-
ve´nyek, akkor tala´lhato´k az E-nek olyan X,Y re´szhalmazai, melyre Y = DF (X) e´s
X = DG(Y ) teljesu¨l, ahol DF , ill. DG az F , ill. a G egy-egy antiton determina´nsa.
Tova´bba´ az ilyen tulajdona´sgu´ (X,Y ) pa´rok ha´lo´t alkotnak a ≼ rendeze´sre, ahol
(X1, Y1) ≼ (X2, Y2), ha X1 ⊆ X2 e´s Y2 ⊆ Y1.
Az 1.1. ko¨vetkezme´ny motiva´lja az ala´bbi defin´ıcio´t.
1.1. Defin´ıcio´. Legyenek F ,G : 2E → 2E komonoton kiva´laszta´si fu¨ggve´-
nyek. Az E alaphalmaz K re´szhalmaza´t FG-kernelnek nevezzu¨k, ha le´teznek
olyan X,Y ⊆ E halmazok, valamint az F e´s a G-nek olyan DF e´s DG antiton
determina´nsai, amelyekre
K = X ∩ Y, Y = DF (X) e´s X = DG(Y ) (2)
teljesu¨l.
Az 1.1. defin´ıcio´ban szereplo˝ antiton determina´nsok ba´r a´ltala´ban sokfe´leke´pp
va´laszthato´k, u´tfu¨ggetlen kiva´laszta´si fu¨ggve´nyek esete´n nem ja´tszanak le´nyeges
szerepet a defin´ıcio´ban. Ezt mutatja az ala´bbi lemma.
1.3. Lemma. ([10]) Legyenek F ,G : 2E → 2E u´tfu¨ggetlen e´s komonoton kiva´-
laszta´si fu¨ggve´nyek, K egy FG-kernel, DF e´s DG pedig az F e´s G tetszo˝leges,
Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)
MIRE JO´K A STABIL PA´ROSI´TA´SOK? 133
az (1) tulajdonsa´ggal rendelkezo˝ antiton determina´nsai. Ekkor le´teznek olyanX,Y
re´szhalmazai E-nek, amelyre (2) teljesu¨l.
Az 1.2. e´s az 1.3. lemma´k miatt u´tfu¨ggetlen kiva´laszta´si fu¨ggve´nyekre az 1.1.
ko¨vetkezme´ny megfogalmazhato´ a determina´nsto´l fu¨ggetlen mo´don az ala´bbiak
szerint.
1.2. Ko¨vetkezme´ny. ([10]) Ha F ,G : 2E → 2E u´tfu¨ggetlen, komonoton kiva´-
laszta´si fu¨ggve´nyek, akkor le´tezik FG-kernel, tova´bba´ az FG-kernelek ha´lo´t alkot-
nak arra a ≼F re´szbenrendeze´sre, amire X ≼F Y pontosan akkor teljesu¨l, ha
F(X ∪ Y ) = X. Ra´ada´sul az FG-kerneleken a ≼F re´szbenrendeze´s pontosan a
ford´ıtottja a ≼G re´szbenrendeze´snek.
Ha a fentieken tu´l az F e´s G kiva´laszta´si fu¨ggve´nyek no¨vekedo˝k is, akkor tetszo˝-
leges K1,K2 FG-kernelek esete´n K1∨K2 := F(K1∪K2) e´s K1∧K2 := G(K1∪K2)
szinte´n FG-kernelek, tova´bba´
χ(K1) + χ(K2) = χ(K1 ∨K2) + χ(K1 ∧K2) (3)
teljesu¨l ezen kernelek karakterisztikus fu¨ggve´nyeire.
Illusztra´cio´ke´nt a´lljon itt egy pe´lda az 1.2. ko¨vetkezme´ny kernel le´teze´se´ro˝l szo´lo´
re´sze´nek alkalmaza´sa´ra.
1.2. Pe´lda. (Ku¨rscha´k Jo´zsef Matematikai Tanulo´verseny, 2007, 3. feladat)
LegyenH a s´ık ra´cspontjainak tetszo˝leges ve´ges halmaza. EkkorH-nak bizonyosan
le´tezik olyan K re´szhalmaza, melyre az ala´bbi tulajdonsa´gok teljesu¨lnek:
1. a s´ık ba´rmely tengelypa´rhuzamos (azaz fu¨ggo˝leges vagy v´ızszintes) egyenese
K-t legfeljebb 2 pontban metszi,
2. H\K ba´rmely pontja rajta van egyK-beli ve´gpontokkal rendelkezo˝, tengely-
pa´rhuzamos szakaszon.
Az 1.1. megfigyele´sbo˝l e´s az 1.1. ko¨vetkezme´nybo˝l azonnal ado´dik Gale e´s Sha-
pely 1.1. te´tele. Enne´l azonban to¨bb is la´tszik. Az 1.1. megfigyele´s miatt a stabil
pa´ros´ıta´sok megegyeznek az FG-kernelekkel, amelyek pedig egy monoton leke´pe-
ze´s fixpontjaival azonosak. Az 1.2. te´tel miatt a fixpontok teljes ha´lo´t alkotnak,
ı´gy van a fixpontok ko¨zo¨tt legkisebb e´s legnagyobb is. Innen ko¨zvetlenu¨l ado´dik,
hogy a stabil pa´ros´ıta´sok ko¨zo¨tt van fiu´optima´lis (amelyben minden fiu´ a legjobb
olyan partnert kapja, amelyet stabil pa´ros´ıta´sban megkaphat, e´s egyu´ttal minden
la´ny a lehetse´ges legrosszabb stabil partnere´vel van pa´ros´ıtva), e´s la´nyoptima´lis is
(amely szerepcsere´vel definia´lhato´). Az is kideru¨l, hogy a Gale–Shapley-algoritmus
tekintheto˝ az ime´nt eml´ıtett monoton fu¨ggve´ny itera´cio´ja´nak (ami – mint la´ttuk –
a legkisebb, ill. legnagyobb fixpontot tala´lja meg). Blair ha´lo´tulajdonsa´gro´l szo´lo´
eredme´nye´t sem nehe´z igazolni az 1.2. ko¨vetkezme´ny felhaszna´la´sa´val.
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1.3. Te´tel. (Blair [7]) Legyen G = (V,E) egy F e´s L sz´ınoszta´lyokkal ren-
delkezo˝ pa´ros gra´f, e´s legyen Fv : 2E(v) → 2E(v) IRC tulajdonsa´gu´, komonoton
kiva´laszta´si fu¨ggve´ny minden v ∈ V csu´csra. Legyen
F(X) :=
⋃
{Fv(X ∩ E(v) : v ∈ F}, e´s G(X) :=
⋃
{Fv(X ∩ E(v) : v ∈ L} .
Ekkor az FG-kernelek (teljes) ha´lo´t alkotnak a ≼F re´szbenrendeze´sre ne´zve, ahol
X ≼F Y pontosan akkor teljesu¨l, ha F(X ∩ Y ) = X.
2. Kernel-t´ıpusu´ eredme´nyek
A bevezete´sben le´ırt fixpont-alapu´ megko¨zel´ıte´s seg´ıtse´ge´vel sza´mos kora´bbi
eredme´nyt kiterjeszthetu¨nk, ill. a´ltala´nos´ıthatunk. A P1 = (E,≤1) e´s P2 = (E,≤2)
ve´ges posetek K ko¨zo¨s antila´nca´t P1P2-kernelnek mondjuk, ha ba´rmely e ∈ E
elemre van olyan k ∈ K elem, amelyre e ≤1 k vagy e ≤2 k teljesu¨l. Sands Sauer e´s
Woodrow [37] eredme´nye´bo˝l ko¨nnyen levezetheto˝ az ala´bbi te´tel elso˝ re´sze. (Igaz
tova´bba´ az is, hogy a Sands–Sauer–Woodrow-te´tel levezetheto˝ a 2.1. te´tel elso˝
re´sze´bo˝l.)
2.1. Te´tel. ([10]) Tetszo˝leges P1 = (E,≤1) e´s P2 = (E,≤2) ve´ges posetek
esete´n le´tezik P1P2-kernel. Tova´bba´, a P1P2-kernelek ha´lo´t alkotnak a ≺1 rende-
ze´sre ne´zve, ahol A ≺1 A′ pontosan akkor teljesu¨l ke´t P1-beli antila´ncra, ha A
minden eleme´nek van A′-beli felso˝ korla´tja.
A 2.1. te´tel azon mu´lik, hogy a re´szhalmazhoz annak maximumait rendelo˝
leke´peze´s komonoton u´tfu¨ggetlen kiva´laszta´si fu¨ggve´ny. A 2.1. te´tel elso˝ re´sze´t
illusztra´lja az ala´bbi pe´lda.
2.1. Pe´lda. (Ku¨rscha´k Jo´zsef Matematikai Tanulo´verseny, 2016, 2. feladat)
A pozit´ıv ege´sz sza´mok tetszo˝leges ve´ges A halmaza´nak van olyan B re´szhalmaza,
amelyre fenna´ll az ala´bbi ke´t felte´tel.
– Ha b1 e´s b2 a B ku¨lo¨nbo¨zo˝ elemei, akkor sem b1 e´s b2, sem pedig b1 + 1 e´s
b2 + 1 nem egyma´s to¨bbszo¨ro¨sei, tova´bba´
– az A halmaz tetszo˝leges a eleme´hez van B-nek olyan b eleme, amelyre a
oszto´ja b-nek, vagy (b+ 1) oszto´ja (a+ 1)-nek.
Aharoni, Berger e´s Gorelik igazolta´k a 2.1. te´tel egy su´lyozott va´ltozata´t [2],
melynek kimonda´sa´hoz ne´ha´ny defin´ıcio´ra van szu¨kse´g. Legyen P = (V,≤) ve´ges
poset, w : V → N egy ige´nyfu¨ggve´ny, f : V → N pedig egy su´lyfu¨ggve´ny. Tetszo˝-
leges v ∈ V esete´n legyen f↑≤(v) = max{f(c1) + f(c2) + . . . : v = c1 < c2 < . . .}
a v-bo˝l indulo´ la´ncok o¨sszsu´lya´nak maximuma. A fenti f su´lyfu¨ggve´ny (≤, w)-
fu¨ggetlen, ha
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– ba´rmely c1 < c2 < . . . < ck la´nc esete´n
∑k
i=1 f(ci) ≤ max{w(ci) : 1 ≤ i ≤ k}
teljesu¨l, e´s
– ba´rmely v ∈ V esete´n f(c1) · f↑≤(v) ≤ f(c1) · w(c1) a´ll fenn.
(Az elso˝ felte´tel azt jelenti, hogy egyetlen la´nc o¨sszsu´lya sem haladja meg a la´nc
elemeinek maxima´lis ige´nye´t, mı´g a ma´sodik szerint pozit´ıv su´lyu´ c1 elembo˝l indulo´
la´nc o¨sszsu´lya nem haladhatja meg c1 ige´nye´t.) Ko¨nnyen la´thato´, hogy az (≤, 1)-
fu¨ggetlen su´lyfu¨ggve´nyek pontosan az antila´ncok karakterisztikus vektorai.
A fenti f su´lyfu¨ggve´ny w-domina´lja a P poset c1 eleme´t, ha le´tezik olyan
c1 < c2 < . . . < ck la´nc, amelyre w(c1) ≤
∑k
i=1 f(ci) teljesu¨l, azaz van olyan c1-
bo˝l indulo´ la´nc, melynek o¨sszsu´lya ele´ri c1 ige´nye´t. Legyenek most P1 = (V,≤1) e´s
P2 = (V,≤2) a V ko¨zo¨s alaphalmazon ke´t ve´ges poset, e´s legyen w1, w2 : V → N
ke´t ige´nyfu¨ggve´ny. E posetek (w1, w2)-kernele´n olyan f : V → N su´lyfu¨ggve´nyt
e´rtu¨nk, amely egyszerre (≤1, w1)-fu¨ggetlen e´s (≤2, w2)-fu¨ggetlen, valamintf a V
alaphalmaz minden v eleme´t P1-ben w1-domina´lja, vagy P2-ben w2-domina´lja.
E´rdemes megfigyelni, hogy az (1, 1)-kernel e´pp a kora´bban definia´lt kernellel esik
egybe. Imma´r kimondhatjuk a kora´bbban eml´ıtett su´lyozott kernelekro˝l szo´lo´
te´telt.
2.2. Te´tel. (Aharoni, Berger, Gorelik [2]) Legyenek P1 = (V,≤1) e´s P2 =
= (V,≤2) ve´ges posetek, e´s legyen w : V → N egy ige´nyfu¨ggve´ny. Ekkor e pose-
teknek le´tezik (w,w)-kernele.
Az 1.2. te´tel az 1.1. ko¨vetkezme´nye´nek ha´lo´kra to¨rte´no˝ kiterjeszte´se´vel e´s alkal-
mas ha´lo´k megfelelo˝ kiva´laszta´si fu¨ggve´nyeit definia´lva a 2.2. te´tel a´ltala´nos´ıthato´
az ala´bbiak szerint.
2.3. Te´tel. (Fleiner, Janko´ [16]) Legyenek P1 = (V,≤1) e´s P2 = (V,≤2)
ve´ges posetek, e´s legyen w1 : V → N e´s w1 : V → N ige´nyfu¨ggve´nyek. Ekkor
e poseteknek le´tezik (w1, w2)-kernele, tova´bba´ a (w1, w2)-kernelek ha´lo´t alkot-
nak a su´lyfu¨ggve´nyek azon ≼1 re´szbenrendeze´se´re, amelyre f ≼1 g akkor a´ll, ha
f↑≤1 ≤ g
↑
≤1 .
Re´szbenrendeze´seken k´ıvu¨l ma´s struktu´ra´kon is igazolhato´k kernel t´ıpusu´ ered-
me´nyek. Legyenek M1 = (E, I1) e´s M2 = (E, I2) matroidok, valamint ≤1 e´s ≤2
a ko¨zo¨s E alaphalmazuk linea´ris rendeze´sei. E ke´t matroid ko¨zo¨s K fu¨ggetlenje´t
M1M2-kernelnek nevezzu¨k, ha tetszo˝leges e ∈ E \K elemhez valamely i ∈ {1, 2}-
re le´tezik azMi matroidnak olyan C ko¨re, amelyre C ⊆ K ∪ {e} e´s c ≤i e teljesu¨l
minden c ∈ C − e-re.
2.4. Te´tel. ([10]) Tetszo˝leges M1 = (E, I1) e´s M2 = (E, I2) matroidok ese-
te´n le´tezik M1M2-kernel. Ha K1,K2 ⊆ E M1M2-kernelek, akkor a K1 ∪ K2
halmazbo´l a ≤i szerint Mi-n futtatott moho´ algoritmus i = 1, 2 esete´n M1M2-
kernelt va´laszt ki. E ke´t opera´cio´ meghata´rozta mu˝veletek az M1M2-kernelek
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halmaza´n olyan ha´lo´t definia´lnak, amelyben e´rve´nyes a (3) tulajdonsa´g, tova´bba´
tetszo˝leges K1,K2 M1M2-kernelekre fenna´ll, hogy spanM1K1 = spanM1K2, e´s
spanM2K1 = spanM2K2.
A 2.4. te´tel kulcsa az 1.2. ko¨vetkezme´ny mellett az, hogy a matroid re´szhalma-
za´n futtatott moho´ algoritmussal meghata´rozott kiva´laszta´si fu¨ggve´ny egyszerre
komonoton e´s no¨vekedo˝.
3. Kernelek struktu´ra´ja
Ebben a re´szben ku¨lo¨nfe´le FG-kerneleknek struktu´ra´ja´t vizsga´ljuk. Az 1.2. ko¨-
vetkezme´ny ma´sodik re´sze´nek a ha´lo´tulajdonsa´gon tu´l egy ma´sik ko¨vetkezme´nye
az, hogy FG-kernelek hate´konyan kikeresztezheto˝k.
3.1. Te´tel. ([10]) Legyenek F ,G : 2E → 2E no¨vekedo˝, u´tfu¨ggetlen e´s komo-
noton kiva´laszta´si fu¨ggve´nyek, e´s legyenekK1,K2, . . . ,Km tetszo˝leges FG-kernelek.
Ekkor le´tezik FG-kernelek egy K1 ≼F K2 ≼F . . . ≼F Km la´nca, amelyre
teljesu¨l, hogy
∑m
i=1 χ(Ki) =
∑m
i=1 χ(K
i), tova´bba´, hogy 1 ≤ j ≤ m-re
Kj = F(supp(∑mi=1 χ(Ki)−∑j−1i=1 χ(Ki))).
Stabil b-pa´ros´ıta´sok esete´n a 3.1. te´tel ku¨lo¨no¨sen egyszeru˝ alakot o¨lt, a´m ehhez
hasznos ismerni a Roth–Sotomayor-fe´le o¨sszehasonl´ıta´si te´telnek (Comparability
Theorem) [34] Ba¨ıou e´s Balinski a´ltal adott ala´bbi a´ltala´nos´ıta´sa´t.
3.2. Te´tel. (Ba¨ıou e´s Balinski [4]) Legyen G = (V,E) pa´ros gra´f, minden v
csu´csra legyen ≼v linea´ris rendeze´s a v-re illeszkedo˝ e´lek E(V ) halmaza´n, valamint
legyen b : V → N. Ha S1 e´s S2 stabil b-pa´ros´ıta´sok e´s v ∈ V , akkor az ala´bbi ke´t
leheto˝se´g valamelyike a´ll fenn.
– S1(v) = S2(v) vagy
– |S1(v)| = |S2(v)| = b(v) e´s S1(v) ∪ S2(v) halmaz ≼v szerint legjobb b(v)
eleme vagy S1(v) vagy S2(v).
A 3.2. te´tel egy ko¨vetkezme´nye, hogy ba´rhogy is adunk meg k db stabil
b-pa´ros´ıta´st e´s egy v csu´csot, a b-pa´ros´ıta´sok v-re illeszkedo˝ e´lhalmazain v-nek
linea´ris rendeze´se van. Stabil b-pa´ros´ıta´sokra teha´t az ala´bbi a´ll´ıta´s szerint e´rve´-
nyes, hogy ha egy pa´ros gra´f k megadott stabil b-pa´ros´ıta´sa´bo´l az egyik sz´ınosz-
ta´lya´bo´l mindenki a sza´ma´ra i-edik legjobb hozza´rendele´st va´lasztja, akkor stabil
b-pa´ros´ıta´st kapunk.
3.3. Te´tel. ([9]) Legyen G = (V,E) egy B e´s G sz´ınoszta´lyokkal rendelkezo˝
pa´ros gra´f, minden v csu´csra legyen ≼v linea´ris rendeze´s a v-re illeszkedo˝ e´lek
E(V ) halmaza´n, valamint legyen b : V → N. Legyenek S1, S2, . . . , Sk stabil
Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)
MIRE JO´K A STABIL PA´ROSI´TA´SOK? 137
b-pa´ros´ıta´sok, e´s legyen 1 ≤ i ≤ k. Jelo¨lje az S1(v), S2(v), . . . , Sk(v) e´lhalma-
zok ≼v szerinti sorrendje´t S1(v), S2(v), . . . , Sk(v). Ekkor Si :=
⋃{Si(v) : v ∈ B}
stabil b-pa´ros´ıta´s.
A fenti 3.3. te´telt stabil pa´ros´ıta´sok esete´re Teo e´s Sethuraman linea´ris prog-
ramoza´si eszko¨zo¨k felhaszna´la´sa´val igazolta´k [40], majd Klaus e´s Klijn (a´ll´ıta´suk
szerint a 3.3. te´telt nem ismerve) adtak a mie´nkhez nagyon hasonlo´ ro¨vid bizony´ı-
ta´st egy specia´lis esetben [26].
Stabil b-pa´ros´ıta´soknak van egy keve´sbe´ ismert, a´m rendk´ıvu¨l hasznos, u´n.
splitting tulajdonsa´ga, ami pe´lda´ul a stabil b-pa´ros´ıta´s polie´der linea´ris le´ıra´sa´hoz
jo¨n kapo´ra.
3.4. Te´tel. ([11]) Legyen a G = (V,E) ve´ges gra´f minden v csu´csa´hoz meg-
adva egy ≼v linea´ris rendeze´s a v-re illeszkedo˝ e´lek E(V ) halmaza´n, valamint
legyen b : V → N. Ekkor minden v ∈ V csu´csra le´tezik egy olyan E(v) =
= E1(v) ∪ . . . ∪ Eb(v)(v) part´ıcio´, melyre |Ei(v) ∩ S| ≤ 1 teljesu¨l tetszo˝leges S
stabil b-pa´ros´ıta´sra, v csu´csra e´s 1 ≤ i ≤ b(v) indexre.
A 3.4. te´telbo˝l igazolhato´, hogy tetszo˝leges csu´cspreferencia´kkal e´s csu´cskorla´-
tokkal ella´tott G gra´fhoz le´tezik egy olyan G′ gra´f, amelybo˝l G megkaphato´ bizo-
nyos csu´cshalmazok o¨sszeolvaszta´sa´val, e´s G minden stabil b-pa´ros´ıta´sa a G′ egy
stabil pa´ros´ıta´snak felel meg. Ba´r e G′ gra´f hate´konyan elo˝a´ll´ıthato´ G, a ≼v pre-
ferencia´k e´s a b csu´cskorla´tok ismerete´ben, ez a megfigyele´s sajnos nem alkalmas
arra, hogy a stabil b-pa´ros´ıta´s kerese´se´t stabil pa´ros´ıta´s kerese´se´re vezessu¨k vissza.
Nem igaz ugyanis, hogy G′ minden stabil pa´ros´ıta´sa G egy stabil b-pa´ros´ıta´sa´bo´l
ado´dik.
4. Alkalmaza´sok
Ebben a re´szben a stabil pa´ros´ıta´sokro´l szo´lo´, ismert e´s keve´sbe´ ismert te´telek
ne´ha´ny alkalmaza´sa´t mutatjuk be. Viszonylag ko¨nnyen la´thato´, hogy a Tarski-fe´le
fixpontte´tel egyik sztenderd alkalmaza´sa, a Cantor–Bernstein-te´tel levezetheto˝ a
(szinte´n a Tarski-fe´le fixpontte´tellel bizony´ıthato´) stabil pa´ros´ıta´s te´tel ve´gtelen
va´ltozata´bo´l. Mivel a Cantor–Bernstein-te´tel tekintheto˝ a Mendelsohn–Dulmage-
te´tel ve´gtelen va´ltozata´nak, nem meglepo˝, hogy ez uto´bbi is igazolhato´ stabil
pa´ros´ıta´sokkal. A Mendelsohn–Dulmage-te´tel matroidos a´ltala´nos´ıta´sa, a Kundu–
Lawler-te´tel pedig ko¨nnyen bizony´ıthato´ a matroidkernelekre vonatkozo´ 2.4. te´-
telbo˝l. Kora´bban eml´ıtettu¨k, hogy az ala´bbi, gra´fkernelekro˝l szo´lo´ eredme´ny is
levezetheto˝ Tarski-fe´le fixpontte´tel seg´ıtse´ge´vel.
4.1. Te´tel. (Sands, Saurer e´s Woodrow [37]) Ha E1 e´s E2 ke´t huroke´lt nem
tartalmazo´ ira´ny´ıtott e´lhalmaz a V ponthalmazon, akkor le´tezik a V pontjainak
olyan U re´szhalmaza, melyre teljesu¨l az ala´bbi ke´t tulajdonsa´g.
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– Ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ U -beli csu´cs ko¨zo¨tt nem vezet sem E1-beli, sem E2-beli u´t,
illetve
– ba´rmely v ∈ V \ U csu´csbo´l vezet U -beli csu´csba E1-beli vagy E2-beli u´t.
A Gale–Shapley-te´tel egy tala´n keve´sbe´ ke´zenfekvo˝ alkalmaza´sa Pym ala´bbi
linking te´tele´nek bizony´ıta´sa.
4.2. Te´tel. (Pym [31]) Legyen a D = (V,E) digra´fban P e´s Q pontdiszjunkt
ira´ny´ıtott utak egy-egy halmaza. Ekkor le´tezik pontdiszjukt ira´ny´ıtott utak egy
R halmaza u´gy, hogy
– minden P-beli u´t kiindulo´pontja´bo´l indul R-beli u´t, e´s minden R-beli u´t
kiindulo´pontja kiindulo´pontja egy P-beli vagy Q-beli u´tnak, e´s
– minden Q-beli u´t ve´gpontja´ban ve´gzo˝dik R-beli u´t, e´s minden R-beli u´t
ve´gpontja ve´gpontja egy P-beli vagy Q-beli u´tnak, valamint
– minden R-beli u´t egy P-beli u´t (esetleg u¨res) kezdo˝szelete´nek e´s egy Q-beli
u´t (esetleg u¨res) ve´gszelete´nek o¨sszefu˝ze´se´vel jo¨n le´tre.
Stabil pa´ros´ıta´sok egyik legismertebb alkalmaza´sa Galvinnak a Dinitz-sejte´sre
adott bizony´ıta´sa [19], mely a
”
Proofs from the book” c´ımu˝ ko¨nyvben is megjelent.
Galvin mo´dszere az ala´bbi mo´don terjesztheto˝ ki nem pa´ros gra´fokra.
4.3. Te´tel. ([13]) Legyen G = (V,E) gra´f, c : E → {1, 2, . . . , k} pedig G egy
k e´lsz´ıneze´se. Legyen adott minden e ∈ E e´lhez egy k me´retu˝ L(e) sz´ınlista. Ha
G egyetlen pa´ratlan ko¨re´nek e´leihez tartozo´ sz´ınlista´knak sincs ko¨zo¨s eleme, akkor
van G-nek olyan l e´lsz´ıneze´se, amelyre minden e´lt a saja´t lista´ja´bo´l sz´ınezu¨nk, azaz
l(e) ∈ L(e) teljesu¨l G minden e e´le´re.
Le´tezik Galvin te´tele´nek e´s a pa´ros gra´fok egyenletes sz´ıneze´se´ro˝l szo´lo´ te´telnek
is egy ko¨zo¨s a´ltala´nos´ıta´sa.
4.4. Te´tel. ([15]) Legyen G = (V,E) pa´ros gra´f, c : E → {1, 2, . . . , k} pedig
G e´leinek egy tetszo˝leges sz´ıneze´se k sz´ınnel. Adott tova´bba´ minden e ∈ E e´lhez
egy k me´retu˝ L(e) sz´ınlista. Ekkor tala´lhato´ G minden e e´le´hez egy l(e) ∈ L(e)
sz´ın u´gy, hogy az l sz´ıneze´s az ala´bbi e´rtelemben jobb legyen a c sz´ıneze´sne´l. A G
ba´rmely v csu´csa´ra e´s ba´rmely n1, n2, . . . , ni sz´ınre le´teznek m1,m2, . . . ,mj sz´ınek
valamely j ≤ i-re u´gy, hogy a v-bo˝l a c sz´ıneze´s szerint legala´bb annyi e´l kapja
meg az m1, . . . ,mj sz´ınek valamelyike´t, mint aha´ny v-bo˝l indulo´ e´l az l sz´ıneze´s
szerint az n1, . . . , ni sz´ınek valemelyike´t kapja.
A matroidkerneleknek egy gyakorlati szempontbo´l is e´rdekes alkalmaza´sa´val
za´rjuk ezt a re´szt. Ehhez definia´ljuk a 2LCSM-proble´ma´t (a ro¨vid´ıte´s a szakiroda-
lomban haszna´lt
”
2-sided laminar classified stable matching” megneveze´sre utal).
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Legyen G = (V,E) pa´ros gra´f, melynek minden v csu´csa´hoz adott egy ≼v line-
a´ris rendeze´s E(v)-n, egy Cv lamina´ris halmazrendszer E(v)-n, valamint minden
C ∈ Cv halmazra az l(C) ≤ u(C) also´ e´s felso˝ korla´tok. A G e´leinek M re´szhal-
maza akkor lu-pa´ros´ıta´s, ha l(C) ≤ |M ∩ C| ≤ u(C) teljesu¨l minden v csu´csra e´s
C ∈ Cv halmazra. Az M lu-pa´ros´ıta´s akkor lu-domina´lja az e ∈ E \M e´lt, ha
van e-nek olyan v ve´gpontja e´s olyan C ∈ Cv halmaz, amelyre |M ∩ C| = u(C)
e´s m ≼v e teljesu¨l minden m ∈ M ∩ C esete´n. Az M lu-pa´ros´ıta´s pedig akkor
lu-stabil, ha minden E \ M -beli e´lt lu-domina´l. A 2LCSM-proble´ma pedig az
lu-stabil pa´ros´ıta´s le´teze´se´nek eldo¨nte´se. Ezzel a megko¨zel´ıte´ssel a´ltala´nos´ıthatjuk
a Huang a´ltal bevezetett LCSM-proble´ma´t [22], melynek motiva´cio´ja az egyetemi
felve´teli proble´ma egy, a gyakorlatot jobban ko¨zel´ıto˝ le´ıra´sa: szemben ugyanis a
stabil b-pa´ros´ıta´s proble´ma´val, a jelen modell kezelni tudja az olyasfajta felte´telt
is, amely szerint az egyes egyetemi szakok csak bizonyos minima´lis le´tsza´m ele´re´-
sekor indulhatnak el, ill. bizonyos egyetemi szakok (a saja´t egye´ni kvo´ta´jukon tu´l)
ko¨zo¨s kvo´ta´val is rendelkeznek. A 2LCSM-proble´ma egy lehetse´ges megolda´sa az
ala´bbi eredme´ny alapja´n to¨rte´nhet.
4.5. Te´tel. (Fleiner, Kamiyama [17]) AG = (V,E) gra´fon megadott 2LCSM-
proble´ma´hoz polinom ido˝ben konstrua´lhato´k az M1 e´s M2 matroidok azzal a
tulajdonsa´ggal, hogy ha le´tezik lu-stabil pa´ros´ıta´s, akkor az lu-stabil pa´ros´ıta´sok
halmaza megegyezik az M1M2-kernelek halmaza´val. Igaz tova´bba´, hogy egy M
M1M2-kernel pontosan akkor lu-stabil pa´ros´ıta´s, ha M lu-pa´ros´ıta´s.
A 4.5. te´tel szerint teha´t elegendo˝ egyetlen M M1M2-kernelt tala´lni: ha M
lu-pa´ros´ıta´s, akkor ke´sz vagyunk, hisz M lu-stabil, ha pedig M nem lu-pa´ros´ıta´s,
akkor egya´ltala´n nem le´tezik lu-stabil pa´ros´ıta´s.
5. Stabil pa´ros´ıta´s polie´derek
Terme´szetes ke´rde´s a stabil pa´ros´ıta´s e´s a maxima´lis su´lyu´ pa´ros´ıta´s kerese´-
se´nek az az o¨tvo¨zete, amelyben adott e´lsu´lyoza´s mellett kell a stabil pa´ros´ıta´sok
halmaza´bo´l egy maxima´lis su´lyu´t keresni. Egy terme´szetesen k´ına´lkozo´ u´t a stabil
pa´ros´ıta´sok karakterisztikus vektorai fesz´ıtette polito´pon to¨rte´no˝ optimaliza´la´s, e´s
ehhez ennek a polito´pnak egy jo´ karakteriza´cio´ja´ra, tipikusan egy linea´ris le´ıra´-
sa´ra van szu¨kse´g. Az elso˝ le´pe´st Vande Vate tette meg azzal, hogy teljes pa´ros
gra´f esete´n megadott egy ilyen le´ıra´st [41]. Ezt ko¨vette Rothblum, aki tetszo˝leges
pa´ros gra´fra adott karakteriza´cio´t [36], majd Ba¨ıou e´s Balinski adta´k meg pa´ros
gra´f esete´n a stabil b-pa´ros´ıta´s polito´p exponencia´lisan sok felte´telt tartalmazo´
le´ıra´sa´t abban az esetben, amikoris a b korla´t az egyik sz´ınoszta´lyon azonosan
1-gyel egyenlo˝ [5].
Az FG-kernelek ha´lo´struktu´ra´ja´nak ismerete´ben azonban az elo˝bbiekne´l sokkal
a´ltala´nosabb esetekben (pe´lda´ul matroidkernelek esete´ben) is megadhato´ linea´ris
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karakteriza´cio´, me´gpedig Hoffman ha´lo´polie´derekre igazolt te´teleinek seg´ıtse´ge´vel
[21]. Ne´ha´ny jelo¨le´sre lesz szu¨kse´gu¨nk. F ,G : 2E → 2E kiva´laszta´si fu¨ggve´nyek
esete´n jelo¨lje KFG az FG-kernelek halmaza´t, ill.
PFG := conv{χ(K) : K ∈ KFG},
PFG↑ := PFG + RE+,
PFG↓ := (PFG + RE−) ∩ RE+,
AFG := {A ⊆ E : |A ∩K| ≤ 1 ∀K ∈ KFG},
BFG := {B ⊆ E : |B ∩K| ≥ 1 ∀K ∈ KFG}
rendre az FG-kernel polito´pot, annak felsza´llo´ burka´t, a pozit´ıv orta´nsban alatta
levo˝ re´szt, az FG-kernelek antiblokkolo´, valamint blokkolo´ halmazait. Egy x ∈ RE
vektor e´s Z ⊆ E esete´n alkalmazzuk az
x˜(Z) :=
∑
{x(z) : z ∈ Z}
jelo¨le´st. Ennek seg´ıtse´ge´vel ki tudjuk mondani az ala´bbi eredme´nyt.
5.1. Te´tel. ([10]) Ha F ,G : 2E → 2E no¨vekedo˝ e´s komonoton kiva´laszta´si
fu¨ggve´nyek, akkor
PFG↑ = {x ∈ RE : x ≥ 0, x˜(B) ≥ 1 ∀B ∈ BFG},
PFG↓ = {x ∈ RE : x ≥ 0, x˜(A) ≤ 1 ∀A ∈ AFG , x(e) = 0 ∀e ∈ E \
⋃
KFG},
PFG = {x ∈ RE : x ≥ 0, x˜(B) ≥ 1 ∀B ∈ BFG , x˜(A) ≤ 1 ∀A ∈ AFG}.
Az 5.1. te´telben szereplo˝ linea´ris felte´telek egy elo˝nye, hogy a megfelelo˝ linea´ris
programoza´si proble´ma´ban felle´po˝ ma´trixokban csak 0 e´s 1 szerepel. Ha´tra´nyuk
azonban, hogy a linea´ris felte´telek implicitek, e´s aka´r exponencia´lisan sok is lehet
belo˝lu¨k. Mindazona´ltal a szepara´cio´s proble´ma ko¨nnyen megoldhato´, ı´gy sztenderd
technika´k alkalmazhato´k az adott polie´dereken to¨rte´no˝ optimaliza´cio´ra. Stabil
b-pa´ros´ıta´sok esete´n azonban a 3.4. te´tel seg´ıtse´ge´vel jo´val konkre´tabban megad-
hato´k a polito´pot le´ıro´ blokkerek e´s antiblokkerek.
5.2. Te´tel. ([11]) Legyen G = (V,E) pa´ros gra´f, minden v csu´csra legyen ≼v
linea´ris rendeze´s E(v)-n, valamint legyen b : V → N. Jelo¨lje P(G, b) a G-beli stabil
b-pa´ros´ıta´sok karakterisztikus vektorainak konvex burka´t, valamint 1 ≤ i ≤ b(v)
esete´n Ei(v) jelo¨lje az E(v) a 3.4. te´tel szerinti re´szhalmaza´t. Ekkor
P(G, b) = {x ∈ RE : x ≥ 0,
x˜(Ei(v)) ≤ 1 ∀v ∈ V, ∀1 ≤ i ≤ b(v),
x˜(Φi,j(uv)) ≥ 1 ∀uv ∈ E ∀1 ≤ i ≤ b(u), ∀1 ≤ j ≤ b(v)} ,
ahol Φi,j(uv) = {uv} ∪ {uv′ ∈ Ei(u) : uv′ ≤u uv} ∪ {u′v ∈ Ej(v) : u′v ≤v uv} .
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6. Konklu´zio´
Jelen munka a´ttekinte´st adott a stabil pa´ros´ıta´sokkal e´s a´ltala´nos´ıta´saikkal kap-
csolatos ne´ha´ny proble´ma´ro´l e´s alkalmaza´sro´l. Ra´mutattunk arra, hogy sza´mos
kora´bbro´l ismert jelense´g jo´l magyara´zhato´, ill. a´ltala´nos´ıthato´ kiva´laszta´si fu¨gg-
ve´nyek bevezete´se´vel e´s Knaster e´s Tarski fixpontte´tele´nek seg´ıtse´ge´vel.
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WHAT ARE STABLE MATCHINGS GOOD FOR?
(STABLE MATCHINGS AND THEIR APPLICATIONS)
Tama´s Fleiner
The notion of a stable matching have been introduced by Gale and Shapley in 1962. The
notion turned out to be extremely succesful not only for its applicability to two-sided market
economies but also because the approach based on (generalized) stable matchings led to success
in case of several theoretical problems. The present work demonstrates how the existence and
structure of stable matchings are related to a fixed point theorem by Knaster and Tarski and
what kind of sometimes surprising applications are implied by the hence obtained results. This
work is based on the invited talk given on the 23rd Hungarian Operations Research Conference
organized in 2017 at Cegle´d.
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